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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 1

Considérons un groupe W engendré par un certain ensemble fini
d'éléments S suivant les relations :
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 1

Considérons un groupe W engendré par un certain ensemble fini
d'éléments S suivant les relations :

s?=e VscS;
(st)™(s:t) = e, avec m(s,t) € {2,3,4,--- ,00} Vs#teS.

Nous lui donnons souvent la présentation suivante :

(S:(st)y™s) —e Vs te§).
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Cours Intensif - Groupe de Coxeter 2

Ayant W = (S : (st)"(st) = e Vs, t € S), alors
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 2

Ayant W = (S : (st)"(st) = e Vs, t € S), alors

O Le groupe W est appelé un groupe de Coxeter;
@ La matrice symétrique m: S xS — {1,2,3,...,00} est
appelée matrice de Coxeter;
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 2

Ayant W = (S : (st)"(st) = e Vs, t € S), alors

O Le groupe W est appelé un groupe de Coxeter;
@ La matrice symétrique m: S xS — {1,2,3,...,00} est
appelée matrice de Coxeter;

© Le rang d'un groupe de Coxeter est le nombre d'éléments de S.
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 3

Les sous-groupes paraboliques de W sont définis comme suit.

Définition

Etant donné un sous-ensemble | C S, le sous-groupe parabolique
standard W) < W est engendré par les s € |.
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 3

Les sous-groupes paraboliques de W sont définis comme suit.

Définition

Etant donné un sous-ensemble | C S, le sous-groupe parabolique
standard W) < W est engendré par les s € |.

Définition

Etant donné un sous-ensemble | C S et w € W, le sous-groupe
parabolique wWyw™1 < W est le conjugué d’un sous-groupe
parabolique standard.
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 4

Exemple (Type hL(m),(m > 3))

Le groupe diédral est un groupe de Coxeter. Il se réalise de la facon
suivante :
(s,t:s%>=1t%=(st)" =e).

La matrice de Coxeter de l(m) est

(» %)
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 4

Exemple (Type Ap_1,(n > 2))

Le groupe symétrique S,, est un groupe de Coxeter. Les
transpositions composent son ensemble de générateurs. On
note s = (i,i + 1) pouri€ {1,n—1}, et S

devient S = {s1,5p,...,S,—1} et obéissant aux relations :

s?=e vie{l,...,n—1}

(S,'S,'+1)3 =e Vi€ {1,2,...,n— 2}
(sis))?=e sili—j|>2.
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Cours Intensif - Groupe de Coxeter 5

Les éléments d'un groupe de Coxeter peuvent se voir comme des
mots.
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 5

Les éléments d'un groupe de Coxeter peuvent se voir comme des

mots.
stst
5152851

sts tst

515 S281 st ts
51 S S t
e e
(a) A (b) D(4) = h(4)

F1c. : Les diagrammes de Hasse de A; et h(4).
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Cours Intensif - Groupe de Coxeter 6 Examen final

Les éléments d'un groupe de Coxeter peuvent former un treillis a
I'aide de I'ordre faible.
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Cours Intensif - Groupe de Coxeter 6 Examen final

Les éléments d'un groupe de Coxeter peuvent former un treillis a
I'aide de I'ordre faible.

Définition

Etant donné un systéme de Coxeter (W, S) et deux
éléments u,v € W, alors u < v lorsque v = usis,--- s, avecs; € S,
et l(usisp---s;) =L(u)+1i, 0<i<k.
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Des notions d’algébre et de combinatoire

Treillis de I'ordre faible du groupe symétrique

(51532335152 ) (5152535251 | (5253525152

(5128351 (s15253%2) (S2s3s152) (Suszsesi) (s2s3sest)

Fi1G. : Treillis de I'ordre faible de As
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Nous ne voulons pas entrer dans les détails...
Mais les groupes de Coxeter peuvent étre vu comme des groupes de
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Groupes de réflexions

Représentation géométrique

Nous ne voulons pas entrer dans les détails...
Mais les groupes de Coxeter peuvent étre vu comme des groupes de
réflexions (et vice-versa).

Exemple

F1aG. : Le groupe diédral D(4) engendré par deux réflexions
d’hyperplan H,, et Hg.
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Groupes de réflexions

Représentation géométrique

y Hep—ex

g2—¢1
€2

€1

€1 —¢&2

Fia. : Le groupe symétrique S, engendré par la réflexion selon
I'hyperplan He,_, .
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Groupes de réflexions

Représentation géométrique

z
Z
H€37€2
H€3*€1 83 - 61
EPE2
€2 — &1
X y
HEQ—cl
(a) (b)
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Complexe

Définition

Nous commencons par une définition essentielle.
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Complexe

Définition

Nous commencons par une définition essentielle.

Définition

Un complexe X sur un ensemble de points P est une famille non
vide d’ensembles finis - appelés faces - qui est close sous |'opération
d'inclusion; si F C F' € ¥, alors F € X.
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Complexe

Définition

Nous commencons par une définition essentielle.

Définition

Un complexe X sur un ensemble de points P est une famille non
vide d’ensembles finis - appelés faces - qui est close sous |'opération
d'inclusion; si F C F' € ¥, alors F € X.

En anglais, on dit abstract simplicial complex. A la différence de
simplicial complex.
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Complexe

Exemples de complexes

Voici quelques exemples.
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Complexe

Exemples de complexes

Voici quelques exemples.

Exemple

Soit I'ensemble Py = {x1,x2,x3}. Alors

1= {®7 {X1}7 {X2}’ {X3}7 {Xla X2}7 {X27X3}}

forme un complexe pur de dimension 1, puisque chaque face est
incluse dans une face de dimension 1. L'ensemble des facettes

est F(X1) = {{x1,x2}, {x2, x3} }.
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Complexe

Exemples de complexes

Voici quelques exemples.

Soit I'ensemble Py = {x1, x2, x3, x4 }. Alors

22 = {@,{Xl},{Xz},{X3},{X4},{X17X2},{X2,X3},{X]_,X3},
{x2,xa}, {x1, %2, x3}}
forme un complexe. Il ne peut étre pur, car la face {x1,x2,x3} est

de dimension 2 et la face {xp,xa} n'est pas incluse dans une face de
dimension 2, par exemple.

v
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Complexe

Exemples de complexes

Voici quelques exemples.

Soit I'ensemble P3 = {x1, x2, x3, Xa, X5, X6 } . Alors

Y3 = {@,{ak {eh {) {at {xs}, {6},
{x1, ), {x1, xs}, {x1, xa}, {2, 53}, {x2, xa b, {x3, x4},
{xa,x5},{xa, %6}, {x5, %6}, {x1, %2, x3}, {x1, X2, Xa },
{x1,x3,xa}, {x2, x3,xa }, {xa, x5, %6} }

forme un complexe pur de dimension 2, puisque chaque face est
incluse dans une face de dimension 2.
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Complexe

Treillis facial

Nous pouvons obtenir un treillis a partir d'un complexe.
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Complexe

Treillis facial

Nous pouvons obtenir un treillis a partir d'un complexe.

Définition

Le treillis facial L(X) d'un complexe ¥ est formé de I'ensemble des
faces de X ordonnées par I'inclusion.
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Complexe

Treillis facial

Nous pouvons obtenir un treillis a partir d'un complexe.

Exemple

(bael)  [Lesl]

._/X3 — {xe}

X1 X2
{XlaX27X3}
X3 I
[{Xth} {X1,X3} {X27X3}
A P
X1 X2

FiG. : Treillis faciaux de complexes.
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Permutoédre

Le permutoedre abstrait

Définition

Le permutoedre X*(W) d'un groupe de Coxeter W est un complexe
dont les points sont les éléments de W et ces faces sont les classes
a gauche wW, (w € W et | C S). Pour étre bien défini, on ajoute
aussi la face vide @.
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Permutoédre

Le permutoedre abstrait

Définition

Le permutoedre X*(W) d'un groupe de Coxeter W est un complexe
dont les points sont les éléments de W et ces faces sont les classes
a gauche wW, (w € W et | C S). Pour étre bien défini, on ajoute
aussi la face vide @.

Exemple

Soit le groupe symétrique Az. Son permutoedre est

Y(A2) = {9,{e}, {s1}, {52}, {152}, {251}, {s15251}, {e, 51},
{s2, 251}, {5192, s1551}, {e, 52}, {s1, 519},
{s251, 505152}, {5251, si5051 }, W}
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Permutoédre

Le permutoedre géométrique

Etant donné un groupe de réflexion W et un point x de I'espace
(bien choisi). Nous formons I'ensemble P* := {w(x)|w € W} formé
de I'orbite du point x par I'action de W sur |'espace V.
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Permutoédre

Le permutoedre géométrique

Etant donné un groupe de réflexion W et un point x de I'espace
(bien choisi). Nous formons I'ensemble P* := {w(x)|w € W} formé
de 'orbite du point x par 'action de W sur l'espace V. Le
permutoedre de W est I'enveloppe convexe de P*.
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Permutoédre

Le permutoedre géométrique

Etant donné un groupe de réflexion W et un point x de I'espace
(bien choisi). Nous formons I'ensemble P* := {w(x)|w € W} formé
de 'orbite du point x par 'action de W sur l'espace V. Le
permutoedre de W est I'enveloppe convexe de P*. On fait un
dessin ensemble !

Jean-Philippe Labbé Le permutoedre



Permutoédre

Le permutoedre géométrique

Mais, ca ressemble au treillis de I'ordre faible!

uvu 2
o)

e

uv vu ! o Hey—e,
u v — uv(x) @ Al @ v(x)
- 3 / S Hey—e
e e o o
vuv(x) ) vu(x)
= uvu(x) ‘

F1G. . Treillis de I'ordre faible et charpente de dimension 1 du
permutoeédre de A,.
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Permutoédre

Le permutoedre et le treillis de I'ordre faible

©
(a) Treillis de As

F1G. : Treillis de I'ordre faible et charpente de dimension 1 du
permutoeédre de As.
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Permutoédre

Pourquoi le permutoedre ?

On se sert du permutoedre :
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Permutoédre

Pourquoi le permutoedre ?

On se sert du permutoedre :

@ Clest le dual du complexe de Coxeter;
@ C(C’est un outil de visualisation ;
© L'associaedre peut étre construit a I'aide du permutoedre ;

@ Il renferme plusieurs notions : classes a gauche, sous-groupes,
graphe de Cayley, etc.
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Permutoédre

Pourquoi le permutoedre ?

On se sert du permutoedre :

@ Clest le dual du complexe de Coxeter;

@ C'est un outil de visualisation ;

© L'associaedre peut étre construit a I'aide du permutoedre ;

@ Il renferme plusieurs notions : classes a gauche, sous-groupes,
graphe de Cayley, etc.

L'associaedre renferme la structure des générateurs des algebres
amassées.
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Permutoédre

Pourquoi le permutoedre ?

On se sert du permutoedre :

@ Clest le dual du complexe de Coxeter;

@ C'est un outil de visualisation ;

© L'associaedre peut étre construit a I'aide du permutoedre ;

@ Il renferme plusieurs notions : classes a gauche, sous-groupes,
graphe de Cayley, etc.

L'associaedre renferme la structure des générateurs des algebres
amassées.
Mais c'est une autre histoire !
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Permutoédre
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Permutoédre
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Merci beaucoup ! Bonne fin de colloque!

Jean-Philippe Labbé Le permutoedre
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