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Historique

» En 2000, J. Browkin " The abc-conjecture”

» En 2001, P. Ribenboim " The abc-conjecture and the radical
index of integers”

» De 2003 a ce jour, De Koninck, Doyon, Katai, Luca, et
Subbarao ont collaboré dans plusieurs articles

» Finalement en 2006, W.G. Zhai a généralisé des résultats de
De Koninck et Katai.
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L’indice de composition Définitions
Propriétés élémentaires

Définitions et exemples

L'indice de composition A\(n) est une fonction arithmétique (de
N — C) donnée par

log n

M= fogaay

(: log., (n) n) ,

ot y(n) := [],, p- Par commodité, on pose y(1) = A(1) = 1.
Exemples :

Jean-Philippe Labbé Survol de I'indice de composition des nombres \(n)



L’indice de composition Définitions
Propriétés élémentaires

Définitions et exemples

L'indice de composition A\(n) est une fonction arithmétique (de
N — C) donnée par

_ logn
log v(n)

A(n) : ) (: Iog'y(n) n) )
ot y(n) := [],, p- Par commodité, on pose y(1) = A(1) = 1.
Exemples :
> A(32=2%) =5,
A(25000 = 23 - 5%) = 4.397940007...,
(28800000 = 210 . 32. 55) = 5.049952714...
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L’indice de composition Définitions

Propriétés élémentaires

» Soit n > 1. Alors A(n) =1 <= n est libre de carrés;
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L’indice de composition Définitions

Propriétés élémentaires

» Soit n > 1. Alors A(n) =1 <= n est libre de carrés;
> A(n) € (R\Q)UN;
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L’indice de composition Définitions

Propriétés élémentaires

» Soit n > 1. Alors A(n) =1 <= n est libre de carrés;
» A(n) € (R\Q)UN;
» Si A(n) = A(m) €N, alors n = m;
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L’indice de composition Définitions

Propriétés élémentaires

Soit n > 1. Alors A(n) =1 <= n est libre de carrés;
Aln) € (R\Q)UN;

Si A(n) = A(m) €N, alors n = m;

L’ensemble {\(n) : n=1,2,...} est dense dans I'ensemble
des nombres réels > 1

vV v.v Y
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L’indice de composition Définitions

Propriétés élémentaires

Soit n > 1. Alors A(n) =1 <= n est libre de carrés;
Aln) € (R\Q)UN;

Si A(n) = A(m) €N, alors n = m;

L’ensemble {\(n) : n=1,2,...} est dense dans I'ensemble
des nombres réels > 1

» Soit § > 0 et @ > 1/2. Nous avons

oo
1
E - < o0
n
n=1
A(n)>1+6

vV v.v Y

et

n=1
n puissant
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

Comportement asymptotique A et 1/

Théoreme
La valeur moyenne asymptotique de la fonction X et 1/\ est 1.
Lorsque x — o0, on a

ZA(n):x+cIOZX+o< x ) Zl/)\(n):x—i-O( X)

2 I
og x
n<x |Og X n<x g

avecc =73, pl(c;’g_pl) ~ 0.75536.
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

Comportement local de A

Théoreme
Pour tout entier k > 2 et tout € > 0, Ioon > 1 tels que

Qu(n) = min()\(n),)\(n—i-1),---,>\(”+k—1))>%_5'
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

Questions?!

» Est-ce qu'il existe une infinité de nombres entiers n tels que n
et n+ 1 sont tous deux puissants?
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

Questions?!

» Est-ce qu'il existe une infinité de nombres entiers n tels que n
et n+ 1 sont tous deux puissants?

» Est-ce qu’il existe une infinité de nombres entiers n tels que n,
n+ 1 et n+ 2 sont tous trois puissants?
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

Questions?!

» Est-ce qu'il existe une infinité de nombres entiers n tels que n
et n+ 1 sont tous deux puissants?
Rép. : Oui, car I'équation x> — 2y? = 1 possede une infinité de
solutions (x, y) entiers.
» Est-ce qu’il existe une infinité de nombres entiers n tels que n,
n+ 1 et n+ 2 sont tous trois puissants?
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

Questions?!

» Est-ce qu'il existe une infinité de nombres entiers n tels que n
et n+ 1 sont tous deux puissants?

Rép. : Oui, car I'équation x> — 2y? = 1 possede une infinité de
solutions (x, y) entiers.

» Est-ce qu’il existe une infinité de nombres entiers n tels que n,
n+ 1 et n+ 2 sont tous trois puissants?

Rép. : Non, si la conjecture ABC est vraie!

Jean-Philippe Labbé Survol de I'indice de composition des nombres \(n)



Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local

Liens avec la conjecture-ABC

La conjecture ABC

Conjecture (ABC)

Etant donné e > 0, IM = M(e) > 0 tel que si a, b, ¢ sont des
entiers relativement premiers avec a+ b = ¢, alors

c < M- (y(abc))***

1+e
c-a-d. c < M- Hp
plabc

Jean-Philippe Labbé
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Comportement asymptotique
Quelques résultats sur \(n) Comportement local
Liens avec la conjecture-ABC

conjecture ABC

Conjecture (ABC)

Etant donné e > 0, IM = M(e) > 0 tel que si a, b, ¢ sont des
entiers relativement premiers avec a+ b = ¢, alors

c < M- (y(abc))***
1+e

c-a-d. c < M- Hp
plabc

Théoreme
Si la conjecture-ABC est vraie, alors le nombre de triplets
(n,n+ 1,n+ 2) de nombres puissants est fini.
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L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)

Etude d'un lemme de Doyon et De Koninck

Lemme (De Koninck et Doyon)

La fonction \ satisfait a:

(a) X(mn) < A(m) + A(n) Vm,n>1;
(b) A\(mn) < A(m)A(n) si(m,n)=1.
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L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)

Etude d'un lemme de Doyon et De Koninck

Lemme (De Koninck et Doyon)

La fonction \ satisfait a:

(a) X(mn) < A(m) + A(n) Vm,n>1;
(b) A\(mn) < A(m)A(n) si(m,n)=1.

Question: Sous quelles conditions avons-nous
A(m)A(n) < A(m) + \(n)?
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L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)

Etude d'un lemme de Doyon et De Koninck

Lemme (De Koninck et Doyon)

La fonction \ satisfait a:

(a) X(mn) < A(m) + A(n) Vm,n>1;
(b) A\(mn) < A(m)A(n) si(m,n)=1.

Question: Sous quelles conditions avons-nous
A(m)A(n) < A(m) + \(n)?

Trivialement, si A(m) ou A(n) = 1. Si m > 2 et p(m) = 0 est fixe
alors, n doit satisfaire
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| L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)
Etude d’un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité

Soient A := {(m, n) € N2 : X\(m)A(n) < A(m) + A(n)},
A(x) :={(m,n) € A: m,n < x} et F la fonction de répartition

F(z,x) := Z 1.

n<x
A(n)>z
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| L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)
Etude d’un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité

Soient A := {(m, n) € N2 : X\(m)A(n) < A(m) + A(n)},
A(x) :={(m,n) € A: m,n < x} et F la fonction de répartition

F(z,x) := Z 1.

n<x
A(n)>z

La densité asymptotique de I'ensemble A est égale a 1. C'est-a-dire,

jim #AX)

X—0 X2

=1.
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| L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)
Etude d’un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité ...suite

On évalue
#AK) = Y ) Umma= > K+ > Y 1
m=1 n=1 m=1 m=2 n=1
lu(m)|=1 1(m)=0 x(n)< A(A;')"_)l
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Etude d'un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité ...suite

L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)

On évalue
#A0) = DD Mmma= 3 W+ 3 D 1
m=1 n=1 Iu(T":Nl:l u(m:)io A(n);i};')"—)l
_ g X2 : X| — A(m) X
= b+ m; <[] F(A(m)—l’ >>
p(m)=0
_ 3 A(m)
_ [X]2 mz_; F()\(m) 1,X)
(m)=0

Jean-Philippe Labbé
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| L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)
Etude d’un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité ...suite et fin

La fonction F est donnée par

F(z,x) = Xl/ze(Ho(l))\/W.
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| L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)
Etude d’un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité ...suite et fin

La fonction F est donnée par

F(z,x) = Xl/ze(Ho(l))\/W.

Ce qui implique que

F(Z,X) — Xl/z+o(1)_
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| L'inégalité A(m)X(n) < A(m) + A(n)
Etude d’un lemme de Doyon et De Koninck

Calcul de la densité ...suite et fin

La fonction F est donnée par

8(1—1/z) log x
F(z,x) = xMzetto@y =
Ce qui implique que
F(Z,X) — Xl/z+o(1)_
Et ainsi, nous obtenons

#AG) = DPox 3 (i)wm) > 2 -x Y (;)1”""’

m<x
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